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I-1 ( ) (100 )
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I-2 (力学) (100点)

重心を上下に移動させることでブランコを漕ぐ運動を簡単なモデルで考えてみよ
う．図１のように，Oを支点として，質量mのおもり（質点）がついた棒振り子
の平面上の運動を考える（棒の質量は無視できるとする）．おもりの位置 Pを極
座標 (r, θ) で表す．おもりは棒の上を移動し，それを r = l(t)と表す．初期条件は，
t = 0で，おもりは θ = θ0の位置で静止していたものとする．重力加速度を g (> 0)

とする．

図１

(1) 支点 Oを基準とし，おもりの持つ全エネルギー E をm，g，r，ṙ，θ，θ̇を
使って表せ．

拘束条件は r = l(t)なので，ラグランジュの未定乗数法を使って拘束条件下でのラ
グランジアン Lは，λを未定乗数とし，

L =
1

2
m{ṙ2 + (rθ̇)2} + mgr cos θ − λ{r − l(t)}

と表せる．λは独立変数とみなせ，λに関するラグランジュ方程式を計算すると，
r − l(t) = 0 となり，たしかに拘束条件が出てくる．

(2) rに関するラグランジュ方程式を導け．

(3) θに関するラグランジュ方程式を導け．

問 (2)のラグランジュ方程式から，λはおもりに対する拘束力であることがわかる．
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(4) おもりのエネルギーEの時間変化を，

dE

dt
= Aλ

と表すとき，Aを r，ṙ，r̈を使って表せ．

次に，l(t)が

l(t) = l0 + ε cos(2ω0t + γ)

と周期的に変化する場合を考える（ただし l0，γ，εは正の定数，ω0 =
√

g/l0とす
る）．さらにおもりの移動量は l0に比べて十分小さく，0 < ε � l0とする．また振
り子のふれも微小で sin θ ∼ θ ∼ θ0 cos ω0tと近似できる間の運動を考え，振り子の
周期の変化も無視できるとする．振り子の 1周期を T = 2 /ω0として，物理量X

に対する平均を 〈X〉 = 1
T

∫ T

0
X(t)dtと定義する．

(5)

〈
dl

dt

d2l

dt2

〉
を計算して求めよ．

(6) エネルギーEの時間変化の平均
〈

dE

dt

〉
を，

〈
dE

dt

〉
= mgεω0θ

2
0B

と表すとき，Bを γを使って表せ．計算の途中で，
〈

dl

dt

〉
= 0という関係式

を使ってもよい．

(7) この運動で，
〈

dE

dt

〉
を最大にするための γの値を求め，そのときの θと lの

時間変化の関係について説明せよ．
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I-3 ( ) (100 )

me −e (e > 0)
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=
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−x −y
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(3) jy = 0 Ex Ey

RH =
Ey

B jx

RH Rxx ≡ Ex/jx

( e mh)

( ) vh

mh

(
dvh

dt

vh

τh

)
= e (E + vh × B)

n p

μe = eτe/me μh = eτh/mh

(4) B = (0, 0, B) E = (Ex, Ey, 0)

ve vh ( z

)

j − enve + epvh σ

1 x B z

jy = 0 Ex Ey

(5) B → 0

(6) B → ∞
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II-1 ( ) (100 )

(1) x y(x) y′ =
dy

dx
y y′ L(y, y′)

T =

∫ b

a

L(y, y′)dx (A)

T y y

δy(a) = 0, δy(b) = 0

(2) y(x) (1)

d

dx

(
y′ ∂L

∂y′ − L

)
(B)

P(x = 0, y = 0) Q(x = a, y = 0)

m

g > 0 mgy

P Q y(x)

(3) P (x, y) V

(4) y(x) Q T (A)

y = y(x) ds ds =
√

1 + (y′)2dx

L(y, y′)

(5) (2) y′ y

(6) y′ = −1/ tan θ θ θ y(θ)

(7) x θ x(θ)

dx

dθ
=

dy

dθ

1

y′ (C)

x(θ) x = 0

x = a y = 0 x(θ)

(8) x y
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(9) T

(10) g = 9.8 m s−2 a = 1.0× 106 m T
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II-2 ( ) (100 )

.

.

.

� = c = 1 .

â1, â†
1, â2, â†

2

.

[âi, â
†
j] = δij, [âi, âj] = 0 (A)

i, j = 1, 2 δij . |0〉

â1|0〉 = 0, â2|0〉 = 0 (B)

.

. 2 .

Ĥ = ωAâ†
1â1 + ωB(â†

1â2 + â†
2â1) + ωC â†

2â2

= (â†
1, â

†
2)

(
ωA ωB

ωB ωC

) (
â1

â2

)
(C)

ωA ωB ωC

(1)

b̂1 = â1 cos θ + â2 sin θ,

b̂2 = −â1 sin θ + â2 cos θ

θ

Ĥ =
∑
i=1,2

ωib̂
†
i b̂i = (b̂†1, b̂

†
2)

(
ω1 0

0 ω2

) (
b̂1

b̂2

)

. ω1, ω2, tan 2θ ωA ωB ωC .

ω1 ≤ ω2 .

(2) t = 0 |α〉 = â†
1|0〉 t

|ψ(t)〉 t |β〉 = â†
2|0〉 P (α → β)(t) =

|〈β|ψ(t)〉|2 ω1 ω2 θ .
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(3) t = 0 |α〉 t |β〉
[t−ΔT/2, t+ΔT/2]

P (α → β)(t) =
1

ΔT

∫ t+ΔT/2

t−ΔT/2

dt′P (α → β)(t′) (D)

. t > ΔT . P (α → β)(t)

.

(4) (3) P (α → β)(t) ω2 > ω1 ΔT

ΔT = 0 ΔT � 1/(ω2 − ω1) .
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II-3 ( ) (100 )

( m) z

sz = ±1/2 2 (“ ”

)

N V 1

V/(2π�)3

2V/(2π�)3 3

pF pF
N pF

εF = p2F/(2m)

(1) pF εF N V m �

D(εF) = dN/dεF D(εF)

(2) U0 N εF

U0 =

∫ εF

0

εD(ε)dε = a0NεF

a0

(3) P = (dU0/dV )

PV U0 N

N M

sz = ±1/2 ∓μB

B(> 0) ±μBB B sz = 1/2

sz = −1/2 N+ = N(1−α)/2 N− = N(1+α)/2

(α > 0)

(4) sz = 1/2 E+ B = 0

εF N α sz = −1/2

E− .

(5) EZ N B μB α .

(6) Etot = E+ + E− + EZ μBB � εF
Etot α � 1 Etot α

M εF N B μB
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N

−J(J ≥ 0)

(7) N � 1 sz = 1/2

J N α

(8) Etot

Ẽtot μBB � εF NJ � εF Ẽtot α � 1

Ẽtot α M εF N B μB J
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III-1 (電磁気学：電磁波) (100点)

Maxwell 方程式は電磁場の基本方程式であり，すべての電磁気的現象は下に示す
4つの方程式によって記述される．

∇ ·D(r, t) = ρ(r, t)

∇ ·B(r, t) = 0

∇×H(r, t)− ∂D

∂t
= j(r, t)

∇×E(r, t) +
∂B

∂t
= 0

E と D (H と B) は，それぞれ電場強度と電束密度 (磁場強度と磁束密度) であ
り，誘電率 ε (透磁率 μ) により D = εE (B = μH) として関連付けられる．ま
た，j と ρ は空間的に分布する電流密度と電荷密度である．

図 1に示すように誘電率と透磁率がそれぞれ (ε1, μ1)，(ε2, μ2) である誘電体 1と
誘電体 2が境界面 (z = 0)において接触している場合を考える．ただし，ε1 < ε2で
あり，誘電体はどちらも帯電していないものとする．図 1は zx平面を示した図で
あり，y 軸は紙面に対して上向きに定義されている．

z

x

y

     
2
, μ
2

     
1
, μ
1 (z   = 0)

E1, B1

E2, B2

図１

(1) 誘電体 1の内部における電磁場の強度

E1 = (E1x, E1y, E1z), B1 = (B1x, B1y, B1z)

と誘電体 2の内部における電磁場の強度

E2 = (E2x, E2y, E2z), B2 = (B2x, B2y, B2z)

とが境界面上において満たすべき境界条件を，Maxwell 方程式に基づいて
導け．
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(2) ρ(r, t) = 0であり，かつ，j(r, t) = 0 である領域において，電場強度 E(r, t)

が満たすべき波動方程式をMaxwell 方程式に基づいて導け．

この誘電体の境界面に対し，図2に示すように，誘電体1の側から電磁波Aが y = 0

の面内を角度 φ (0 < φ < π/2)で入射して，境界面上で反射波A′と屈折波A′′が発
生する状況を考える．入射波の電場が

E(r, t) = Iei(k·r−ωt)

で与えられるとき，以下の問いに答えよ．ただし，Iは電場の振幅を与える定ベク
トルである．

z

x

χ

A”

A

     
2
, μ
2

     
1
, μ
1

A’

φ
φ’

y

図２

(3) 入射波の位相速度 v の絶対値を ε1 と μ1 を用いて表せ．また，この位相速
度 v と電場の振幅ベクトル Iが成す角を求めよ．

(4) 入射波の磁場B(r, t)を求めよ．

反射波A′と屈折波A′′の電場をそれぞれ，

E′(r, t) = Rei(k
′·r−ω′t), E′′(r, t) = F ei(k

′′·r−ω′′t)

とおくことにする．

(5) 問 (1)で得た境界条件は，境界面上の任意の点において常に満たされていな
ければならない．この事実に基づいて，反射角 φ′と屈折角 χを φ, ε1, μ1, ε2,

μ2のうち必要なものを用いて表せ．
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III-2 ( ) (100 )

H0 =
p2

2μ
− e2

|r|
μ e p r

(x y z)

(v w ϕ)

x =
√
vw cosϕ, y =

√
vw sinϕ, z =

1

2
(v − w)

0 ≤ v < +∞ 0 ≤ w < +∞ 0 ≤ ϕ < 2π

∇2

∇2 =
4

v + w

(
∂

∂v
v
∂

∂v
+

∂

∂w
w

∂

∂w

)
+

1

vw

∂2

∂ϕ2

(1) E ψ(v w ϕ)

ψ(v w ϕ) = f1(v)f2(w)e
imϕ v w (1)

β1 + β2 = 1 β1 β2

f1(v) f2(w)

d

dv

(
v
df1
dv

)
+

(
μE

2�2
v − m2

4v
+

μe2

�2
β1

)
f1 = 0 (A)

d

dw

(
w
df2
dw

)
+

(
μE

2�2
w − m2

4w
+

μe2

�2
β2

)
f2 = 0 (B)

(2) m

(3) E < 0 (A)

E = − μe4

2�2N2
, v =

N�
2

μe2
s, f1(v) = g(s)

g(s)
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(4) (3) g(s) s → +∞ s → +0

g(s) ∼ e−as g(s) ∼ sb g(s) s → +0 s → +∞
a b

(5) (4) a, b g(s) = sbe−ash(s) h(s)

(6) F (α γ z)

F (α γ z) =
∞∑
n=0

(α)n
(γ)n

zn

n!
= 1 +

α

γ

z

1!
+

α(α + 1)

γ(γ + 1)

z2

2!
+ · · ·

(x)n n ≥ 1 (x)n =
n−1∏
k=0

(x+ k) (x)0 = 1

F (α γ z) u(z)

z
d2u

dz2
+ (γ − z)

du

dz
− αu = 0

z = 0 α 0

z → +∞

F (α, γ; z) ∼ Γ(γ)

Γ(α)
zα−γez

h(s)

n1 N β1 m

(7) f2(w) n2

(B) (3)–(6) (6) n1 n2

f2(w) E

ψ(v w ϕ) (n1 n2 m) E
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III-3 ( 1 ) (100 )

N

i (i = 1, . . . , N)

μi (i, j)

− J
N μi · μj (J > 0)

H ({μi}) = − J

N

∑
(i,j)

μi · μj = − J

2N

N∑
i=1

N∑
j=1
j �=i

μi · μj (A)

μi 1 120◦

3 μ = |μi|
1 1, 2, 3

1 x

(1) 1 2 3 N1 N2 N3 N1 +N2 +

N3 = N
N∑

i=1

μi x M (N1, N2, N3)

(A) (N1, N2, N3)

H(N1, N2, N3) =
Jμ2

4N

[
2N − (N1 − N2)

2 − (N2 − N3)
2 − (N3 − N1)

2
]

(B)

(2) (N1, N2, N3) {μi} ν(N1, N2, N3)

S(N1, N2, N3) = kB log ν(N1, N2, N3)

kB N

log N ! � N log N − N N1 � 1, N2 � 1, N3 � 1

S(N1, N2, N3)
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T ZN(T ) =
∑
{—i}

exp

[
−H({μi})

kBT

]

F (T ; N1, N2, N3) = H(N1, N2, N3) − TS(N1, N2, N3) (C)

N (N1, N2, N3)

ZN(T ) =
∑

(N1,N2,N3)

exp

[
−F (T ; N1, N2, N3)

kBT

]
(D)

(D) F (T ) N → ∞
F (T ; N1, N2, N3)

F (T ) = min
(N1,N2,N3)

F (T ; N1, N2, N3) (E)

(3) N2 = N3 F (T ; N1, N2, N3) (N1, N2, N3)

M F (T ; M)

(4) N2 = N3 F (T ; M) M

(5) Tc M 0 Ms(�= 0)

1 Tc Ms F (T ; M)

(6) Ms = Nμ/2 (5) Tc
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III-4 ( ) (100 )
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(b)

E1 E2

(5) E1

E2

4

(E0, p0c) 4 (mec
2,0)

me c 4

(Eγ, pγc) 4 (Ee, pec)

	�


��

γ線

γ線


��
(E0, p0c)

(mec
2,0)

(Eγ, pγc)

(Ee, pec)

(6) Eγ E0 me c

(7)

(b) E2 E2 E0 me c

(8) (5)
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III-5 (天文学：球対称ガス雲) (100点)

星間ガスから星への進化の初期段階にある半径R，質量M のガス雲が，自己重力
で自由落下して収縮する場合を考える．なお，以下の設問において必要であれば
末尾に掲載する数値を用いよ．

(1) 球対称の運動方程式

ρ
dv

dt
= −ρ

GM(r)

r2

より，平均密度が 10−19kg m−3のガス雲について，自由落下時間のオーダー
を計算すると∼ 10A年となる．ベキ指数Aを求めよ．ただし，ρは密度，v

は速度，M(r)は半径 r内の質量，Gは万有引力定数である．

こうして収縮したガス雲は圧力が高まり圧力勾配が利くようになる．球対称なガ
ス雲の力学的平衡状態について考えてみよう．ガスは理想気体でポリトロピック
状態方程式 p = Kρ1+1/nを満たすものとする．ここで pは圧力，K は定数，nは
ポリトロピック指数である．

(2) このガス球の静水圧平衡の式を書け．

(3) 問 (2)の式と次の質量保存の式

dM(r)

dr
= 4πr2ρ

からM(r)を消去し，ポリトロピック状態方程式を用いると

(
1 +

1

n

)
K

d

dr

(
r2ρ

1
n
−1dρ

dr

)
= B

となる．Bを求めよ．

(4) ここで r = αξとし，ρ = ρcθ
nと変数変換すると

(n+ 1)Kρ
(1−n)/n
c

4πGα2

1

ξ2
d

dξ

(
ξ2
dθ

dξ

)
= C

となる．ただし，αは定数，ρcは中心密度である．Cを求めよ．

左辺の係数が 1となるように αを定めれば，Laneと Emdenが導いた方程式が得
られる．以下の問では左辺の係数を 1として答えよ．
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(5) Lane-Emden方程式は，中心 ξ = 0における境界条件 θ(0) = 1と，θ′(0) = 0

のもとで解くことができる．この境界条件の物理的意味を簡単に述べよ．ま
た，n = 1に対する解析解 θ(ξ)を求めよ（ヒント：変数変換 θ = χ/ξを用
いよ）．

(6) 問 (5)の解ではガス球の表面 ξ1では θ(ξ1) = 0となる．ξ1を求めよ．

(7) 太陽質量M�と太陽半径R�をもつ n = 1のガス球の中心密度，中心温度を
有効数字 1桁の数値で計算せよ．ただしガスは電離水素からなるとせよ．

G � 7× 10−11Nm2kg−2，電離水素ガスの平均分子量 μ � 0.5，原子質量単位mu �
2 × 10−27kg，ボルツマン定数 kB � 1 × 10−23J K−1，太陽質量M� � 2 × 1030kg，
太陽半径R� � 7× 108m，1年 � 3× 107秒．
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