
京都大学大学院理学研究科 物理学・宇宙物理学専攻
平成 24年度大学院入学試験問題

入試問題は以下の通りです．ただし，英語だけは原典の著作権保護のために，文章を点

線にしてあります．文章については原典を参照してください．

また，当日，試験時間内に以下の修正・加筆を行いました．

I–1 問題文 (7) 「そのときの」−→「そのとき (h = h0 のとき) の」

I–2 2行目 「印可」−→「印加」
III–1 問題文 (4) 5行目 「xaxa =

∑
a xaxa」−→「xaxa を

∑3
a=1 xaxa 」

III–2 問題文 (3) 3行目 「導線の向き」−→「導線中での」
III–5 4行目に追加 「なお，ここでは光の吸収の効果は考えないものとする．」

平成 23年度専攻教育委員会
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平成24年度大学院入学試験問題　 I（3時間）

注意

(1) 問題 I–1，I–2，I–3の解答はそれぞれ別の解答用紙 1枚に記入せよ．裏面を
用いてもよい．

(2) 各解答用紙は横長に使用して，解答用紙表側の左上部（線より上）に問題番
号，受験番号，氏名を記入せよ．解答用紙の他の部分に受験番号，氏名を書
いてはいけない．この線より上の欄には表，裏とも解答を書いてはいけない.

(3) 解答用紙は 3問すべて提出すること．なお，問題冊子および下書き用紙は回
収しない．

(4) 問題冊子は表紙を含めて 7ページまである．
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I-1 (力学) (100点)

原点に向かう中心力 F (r) (r は原点からの距離) による，質量 m をもつ質点の平面上の運
動を考えよう．

(1) U = − ∫
F (r)dr で定義されるポテンシャルエネルギーを導入する．平面極座標 (r，θ)

を用いて系のラグランジアンを書き下し，動径 (r) 方向の運動方程式を導け．

(2) 角運動量 h ≡ mr2θ̇ が保存することを示せ．

(3) 質点の軌道を表す方程式が，u ≡ 1/r を用いて

d2u

dθ2
+ u = −m F (1/u)

h2u2
(A)

と書けることを示せ．

まず，中心力が

F (r) = −km

r2
(kは正の定数) (B)

で与えられる場合を考える．

(4) 軌道を表す式 r = r(θ) を求め，u = 1/r ∝ (1 + e cos θ) (eは 0または正の実数) の形
に書けることを示せ．

(5) 軌道が楕円となるとき，eは楕円軌道の離心率を表す. 質点の全エネルギー E を，角
運動量 h，定数 k，m および e を用いて表し，軌道が楕円となるための E に対する
条件を求めよ．また，角運動量を与えたとき，全エネルギーが最小となるのは円軌道
のときであることを示せ．

(6) 軌道が円軌道となるとき，その半径は，有効ポテンシャル（重力ポテンシャルと遠心
力によるポテンシャルの和）が極小となる半径であることを示し，その半径を h を
用いて表せ．

次に，中心力が

F (r) = −km

r2
− εm

r4
(k および ε は正の定数) (C)

で与えられる場合を考える．

(7) 安定な円軌道が存在する (有効ポテンシャルが極小となる点が存在する) ためには，
角運動量は h > h0 (h0 はある定数) でなければならないことを示し，h0 を求めよ．
またそのとき (h = h0 のとき) の円軌道半径を求めよ．

（次ページに続く）
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(8) 軌道が (7)で求めた半径よりずっと大きな長半径をもち，かつ ε が小さな正の値 (

0 < ε ¿ kr2) のときを考える．このとき，軌道は楕円軌道からわずかにずれる (図１
参照)．軌道半径が最大となる角度は，1周期ごとにずれることを示し，そのずれの
角度 (∆θ) を求めよ．なお，単位はラジアンとする．また，軌道を楕円で近似したと
きの離心率は 1 より十分小さいとする．

O

∆θ

図１
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I-2 (電磁気学) (100点)

図１のように真空中に置かれた円盤状の平板コンデンサーに電源を接続し，交流電圧 | ~E0|h cos (ωt)

を印加する．コンデンサーの極板間の間隔を h，半径を a とし，極板の厚みは無視できる．
コンデンサー内部には真空に対して十分に高い誘電率 ε と，真空と同じ透磁率 µ0 を持つ
誘電体が挿入されている．a À h であり，極板端の電場の不均一は無視できるとする．

角振動数 ω が低い場合，極板間の電場は近似的に ~E1(t) = ~E0 cos(ωt) と書ける．t = 0 で
の電場の向きは図１のコンデンサー極板間の下から上の向きとする．

(1) コンデンサー内部の半径 r(≤ a) において，電場 ~E1(t) によって極板間に誘起される
磁束密度 ~B1(r, t) の大きさを求めよ．また，解答用紙に図１のコンデンサーの部分を
写して，ωt = π/4 のときの磁束密度の向きを図示せよ．

(2) コンデンサー内部の半径 r(≤ a) において， ~E1(t) と ~B1(r, t) によって極板間に生ず
るポインティング・ベクトル ~S = 1

µ0

~E1 × ~B1 の大きさを計算せよ．また，解答用紙
に図１のコンデンサーの部分を写して，ωt = π/4 のときのポインティング・ベクト
ルの向きを図示せよ．

(3) コンデンサー内部と外部を出入りする単位時間あたりの電磁場のエネルギーを求め
よ．ただし，動径方向に外部からコンデンサー内部に入る向きをプラスとする．

(4) 電源が供給する電力を計算し，(3)の解答と比較せよ．

(5) コンデンサー全体の電場の時間平均エネルギーと磁場の時間平均エネルギーをそれ
ぞれ求め，両者の比を計算せよ．

h

ar

図１

角振動数 ω が高い場合は，磁束密度 ~B1(r, t) が新たに電場 ~E2(r, t) を誘起し，電場にも r

依存性が生ずる．

(6) 図２はコンデンサーの断面図である．破線内部の磁束の変化に着目して ~E2(r, t) の大
きさを求めよ．ただし ~E2(0, t) = ~0 とする．

（次ページに続く）
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h

a

図２

電場 ~E2(r, t) はさらに新たな磁束密度 ~B2(r, t) を誘起し，磁束密度 ~B2(r, t) はさらに電場
~E3(r, t) を誘起する．これがくり返し起こり，その合計が観測される．その結果，コンデン
サー内部 (r ≤ a) で観測される電場および磁束密度は，それぞれベッセル関数 J0(kr) と
J1(kr) に比例する．ここで k = ω

√
µ0ε である．それらのベッセル関数を図３で示す．

ここで ka = 3.832 を満たす角振動数 ω = ω0 を選び，コンデンサーの端 (r = a) での磁束
密度が常に 0 になるようにした．その結果，回路を流れる電流は 0 になった．

(7) ω = ω0 での誘電体中の電磁波の波長 λ と a の関係を示せ．

(8) コンデンサーの極板上の電荷分布とその時間変化について記述せよ．必要なら図を
使ってもよい．

kr

J0(kr)

J1(kr)

0 5 10 15 20

0.5

1.0

−0.5

kr0 5 10 15 20

0.5

1.0

−0.5 3.832

図３
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I-3 (物理数学) (100点)

フーリエ像および たたみ込み積分を，それぞれ次のように定義する：

f̃(ω) ≡
∫ ∞

−∞
dxf(x)eiωx, (A)

f ∗ g(x) ≡
∫ ∞

−∞
dyf(x− y)g(y). (B)

(1) たたみ込み積分のフーリエ像 ˜f ∗ g(ω) を，合成される関数のフーリエ像 f̃(ω) および
g̃(ω) を用いて表せ．

(2) 分散 σ2 (σ は正の実数) をもつガウス分布関数

G(x) =
1√
2πσ

exp

(
− x2

2σ2

)
(C)

のフーリエ像 G̃(ω) を求めよ．ここでは，以下の関係式を用いてよい．
∫ ∞+ic

−∞+ic
dxe−ax2

=

√
π

a
(a は正の実数，c は任意の実数) (D)

1次元空間をブラウン運動で拡散する粒子 (ブラウン粒子) について考える．時刻 t で位置
x にいた粒子が時刻 t′ で位置 x′ にいる確率を p(x′|t′; x, t) で表すと，t2 > t1 > t0 として

p(x2|t2; x0, t0) =
∫ ∞

−∞
dx1p(x2|t2; x1, t1)p(x1|t1; x0, t0) (E)

が成りたつ．式 (C) のガウス分布に従って 1単位時間につき分散 σ2 で拡散するブラウン
粒子を考えると，p(x1|1; x0, 0) = G(x1 − x0) を満たす．

(3) 時刻 t = 2 でのブラウン粒子の位置の分布は

p(x2|2; x0, 0) =
∫ ∞

−∞
dx1G(x2 − x1)G(x1 − x0) (F)

で与えられる．x0 = 0 としてこの分布 p2(x2) ≡ p(x2|2; 0, 0) を計算せよ．

(4) (3)で求めた関数 p2(x) = p(x|2; 0, 0)のフーリエ像 p̃2(ω)を計算し，(2)で求めたフー
リエ像 G̃(ω) との関係を簡潔に述べよ．

(5) 時刻を，t = 0, 1, 2, · · · , n と離散化して考え，t = n でのブラウン粒子の位置分布
pn(x) ≡ p(x|n; 0, 0) のフーリエ像 p̃n(ω) を求めよ．

(6) p̃n(ω) を逆フーリエ変換し，pn(x) を求めよ．また，この場合，位置 x の平均と分散
は時刻 t とともにどう変わるか，それぞれ述べよ．なお，逆フーリエ変換は次のよ
うに表される：

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dωf̃(ω)e−iωx. (G)

（次ページに続く）
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初期に位置 x0 = 0 にあったブラウン粒子が拡散し，位置 x にある確率 p(x) が

p(x) =
1√
2π∆

exp

(
− x2

2∆2

)
(H)

になった場合を考える．この状況において，その粒子を観測したところ，y の位置にある
という観測結果を得たとしよう．ここで，この観測には ε の測定誤差があり，粒子の真の
位置が x の場合に y の位置に観測値を得る確率は

p(y|x) =
1√
2πε

exp

(
−(y − x)2

2ε2

)
(I)

で与えられるものとする．
この状況においては，粒子の位置が x，観測値が y となる結合確率は

p(y, x) = p(y|x)p(x) (J)

で与えられ，観測値 y が得られた条件下での粒子の位置 x の分布 q(x|y) は

q(x|y) =
p(y, x)∫∞

−∞ dx′p(y, x′)
=

p(y|x)p(x)∫∞
−∞ dx′p(y|x′)p(x′)

(K)

によって与えられる．ここで，式 (K) の分母に現れる

r(y) ≡
∫ ∞

−∞
dx′p(y, x′) =

∫ ∞

−∞
dx′p(y|x′)p(x′) (L)

は，この場合に予想される観測値 y の分布関数である．

(7) 分布関数 r(y) を計算し，観測値 y に関する平均と分散をそれぞれ求めよ．

(8) 観測後の q(x|y) における x の期待値と分散をそれぞれ求めよ (x 依存性のみに注目
すれば計算は簡単になる)．また，観測誤差がない場合 (ε = 0) と観測しない場合
(ε = ∞) の両極限について，平均と分散をそれぞれ求めよ．
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平成24年度大学院入学試験問題　 II（3時間）

注意

(1) 問題 II–1，II–2，II–3の解答はそれぞれ別の解答用紙 1枚に記入せよ．裏面
を用いてもよい．

(2) 各解答用紙は横長に使用して，解答用紙表側の左上部（線より上）に問題番
号，受験番号，氏名を記入せよ．解答用紙の他の部分に受験番号，氏名を書
いてはいけない．この線より上の欄には表，裏とも解答を書いてはいけない.

(3) 解答用紙は 3問すべて提出すること．なお，問題冊子および下書き用紙は回
収しない．

(4) 問題冊子は表紙を含めて 7ページまである．
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II-1 (解析力学) (100点)

図１のように，地面に固定された物体Aの上部に，水平方向を軸に持つ半径 R の円筒面
の下半分の形状を持つ溝が掘られている．その溝の中に半径 a，長さ b の中空のパイプB

が 1本置かれているときの，このパイプBの運動について考察してみよう．このパイプB

の壁の厚さは無視できるものとし，質量分布はパイプBの壁面全面にわたって均等で，パ
イプ B全体の質量が m であるものとする．また重力加速度は図１の下向き (−z方向) に
g で与えられるものとする．

A

g B

x

A

B

z
y

O

R

a

b

θ

φ

図１

(1) 図１に示した，溝の中心軸O周りのパイプBの振れ角度 φ，ならびにパイプBの中
心軸周りの回転角 θ を一般化座標としてとり，パイプBの運動エネルギーと重力ポ
テンシャルからなるラグランジアンを導出せよ．ただし各角度はパイプ Bの平衡位
置を基準として定義するものとする．

ここで，パイプ Bが物体Aの溝の中で滑ることなく回転して運動する場合を考える．(1)

のラグランジアンを元にしてパイプBの運動を解析したいのだが，パイプBには重力以外
の力が溝表面との間に働くため，その解法には注意しなければならない．溝表面からパイ
プBに働く力は「パイプBは物体Aの溝の中で滑ること無く回転して運動する」との拘束
条件を満たすように働く拘束力であることに留意し，以下の解説を参考にして，この問題
を解いてみよう．

通常のラグランジュ方程式は，ハミルトンの原理に基づき作用 I が極小値を取る条
件より導出することができ，ラグランジアン L(qi, q̇i) と一般化座標 qi (i = 1, 2, · · · , n) な
らびにその時間微分 q̇i を用いて，

δI = δ
∫ t2

t1
Ldt

=
∫ t2

t1

n∑

i=1

{
∂L

∂qi

− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)}
δqidt (A)

= 0
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とすることにより n個の方程式が与えられる．
一般化座標 qi の間の拘束条件 `個がその時間微分 q̇i を用いて，

n∑

i=1

akiq̇i = 0

の形 (k = 1, 2, · · · , `) で与えられるとする．このとき，各係数 aki にラグランジュの未定
乗数 λk を乗じたものの和

∑̀

k=1

λkaki

を式 (A) の {} 内に加算した n個の {} のうち，`個については {} 内を 0 とするように
λk を決定できる．さらに，残りの n− `個の {} に対応する δqi は独立であると見なすこ
とができるので，あわせて n個の {} = 0 という形の拡張されたラグランジュ方程式を得
ることができる．この方程式 n個と拘束条件 `個を合わせて解くことにより，解を得る
ことができる．

(2) 一般化座標の時間微分 θ̇，φ̇ を用いて，パイプBの運動を拘束する拘束条件を表せ．

(3) 拘束条件ならびに未定乗数 λ を利用して，パイプBの運動を記述する θ と φ の運動
方程式を導出せよ．

以下の設問では，振れ角度 φ が十分小さいとして近似するものとする．

(4) パイプBが周期運動をすることを示し，その角振動数 ω0 を求めよ．

(5) 溝表面からパイプBに働く力のうち円周方向に働く拘束力 F の大きさを求めよ．ま
た，F，φ ならびに θ の時間変化をグラフで示せ．

(6) パイプBが平衡位置で静止している状態から，物体Aを 図１の x軸方向に角振動数
ω で微小振動させたとき，パイプ Bの運動状態はどうなるか，φ の時間変化をグラ
フにすることで示せ．

(7) 半径 a，長さ b，質量 m だが中心軸上にすべての質量が均等に集中していると近似
できる仮想的な円柱Cを考える．円柱CをパイプBの代わりにおいたときの角振動
数と比較して，パイプBの ω0 はどう違うのか，その違いの生じた理由をエネルギー
の観点から簡潔に説明せよ．
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II-2 (量子力学) (100点)

水素原子における 2次のシュタルク効果と分極率を，変分法を用いて評価しよう．水素原子の
原子核は電子に比べて十分重いため，ここでは，原子核の中心を原点とした電子の位置座標に
関する波動関数を用いて考察する．以下では，

∫ ∞

0
rne−γrdr = n!/γn+1 (γ > 0，nは正の整数)

を用いてよい．

(1) 水素原子の基底状態のエネルギーを変分法により求めよ．すなわち，試行関数を
φ0(r) = A exp(−λ r/a) とおき，エネルギー

W =
〈φ0|H0|φ0〉
〈φ0|φ0〉 (A)

を最小化する λ を求め，そのときの W を計算せよ．ここで，a = 4πε0h̄
2/(me2) は

水素原子のボーア半径，ε0 は真空の誘電率，m は電子の質量である．電子の電荷は
−e (e > 0) とする．H0 は系のハミルトニアンであり，軌道角運動量演算子を ~L と
すると，

H0 = − h̄2

2m
∆− e2

4πε0r
, (B)

∆ =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
=


 ∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
−

~L2

h̄2r2


 (C)

で与えられる．

以下では，W を最小化する λを λ0，このときの W を W0 とし，波動関数として

φ0(r) = A exp(−λ0r/a) (D)

を用いる．この φ0(r) に対し，最小エネルギー W0 はハミルトニアン H0 の固有値になる．
なお，設問 (3)から (5)までの解答には，λ0 および W0 を用いてよい．

(2) 時間的に一定で空間的に一様な z方向の弱い電場 ~E = (0, 0, E) (ただし E > 0) のも
とに水素原子があるときの，摂動ハミルトニアン H′ を書け．ここで，電場が水素の
原子核に与える影響は無視できるものとする．

(3) 弱い電場のもとでの基底状態のエネルギーを変分法により求めたい．そこで，試行関
数を

φ = (1 + ρz)φ0(r) (E)

とおき，〈φ|φ〉と 〈φ|H′|φ〉 を計算せよ．ここで，ρ は実数の変分パラメータである．
また，波動関数 φ0(r) とハミルトニアンの対称性により，

〈φ0|H′|φ0〉 = 〈φ0|zH′z|φ0〉 = 0 (F)

となることに注意せよ．

（次ページに続く）
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(4) 交換関係

[H0, z] = − h̄2

m

(
∂

∂z

)
(G)

を導け．これと，H0|φ0〉 = W0|φ0〉 を利用して，

〈φ|H0|φ〉 = W0〈φ0|φ0〉 (H)

となることを示せ．

(5) (a) (3)と (4)の結果を用い，

W ′ =
〈φ|(H0 +H′)|φ〉

〈φ|φ〉 (I)

に対して
∂W ′

∂ρ
= 0 となる ρ を求めよ．ただし，電場は弱く

|2eEa/(λ0W0)| ¿ 1 が成り立つとしてよい．

(b) このようにして得られる ρ のうち，ρ < 0 の解が W ′ の最小値，すなわち電場
のもとでの基底状態のエネルギー W ′

0 を与える．W ′
0 を計算せよ．

(6) 電場による基底状態のエネルギーの変化 (W ′
0−W0) には E の 1次の項はなく，E の

2次の項が最低次となることが分かる．分極率 α が

W ′
0 −W0 = −α

2
E2 (J)

で定義されることを用いて，水素原子の分極率をボーア半径 a を用いた式で表せ．
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II-3 (統計力学) (100点)

角振動数 ω を持つ調和振動子のエネルギー固有値は，n = 0, 1, 2, · · · として

En = h̄ω
(
n +

1

2

)
(A)

で与えられる．以下，いろいろな角振動数を持ち，互いにほとんど独立な N 個の調和振
動子からなる系を考える．β = 1/(kBT )（T は温度，kB はボルツマン定数) として以下の
問いに答えよ．

(1) j 番目の調和振動子が角振動数 ωj をもつとき，その調和振動子に対する分配関数 Zj

は

Zj =
e−βh̄ωj/2

1− e−βh̄ωj
(B)

となることを示せ．

(2) 系全体の分配関数は Z =
N∏

j=1

Zj で与えられる．

(a) ヘルムホルツの自由エネルギーを求めよ．

(b) 微小角振動数変化を dω としたとき，ω と ω + dω の間にある調和振動子の数は
ρ(ω)dω で与えられるとする．このとき，体積一定の熱容量 (定積熱容量) は

CV = kB

∫ ∞

0
dωρ(ω)

(βh̄ω)2eβh̄ω

(eβh̄ω − 1)2
(C)

となることを示せ．

(3) N 個の調和振動子がすべて同一の角振動数 ωE をもつ場合を考える．ωE に対応する
温度を ΘE = h̄ωE/kB とする．

(a) 低温 (T ¿ ΘE) における定積熱容量の温度依存性を求めよ．

(b) 高温 (T À ΘE) の極限では定積熱容量は定数となる．この極限から温度を減少
させていくときの定積熱容量の温度依存性を求めよ．

(4) すべての調和振動子はある角振動数 ωD より低い角振動数をもち
∫ ωD

0
dωρ(ω) = N (D)

を満たすとともに，ρ(ω) は ωα (α は 0 以上の実数) に比例するとする．

(a) ρ(ω) = Aωα として係数 A を求めよ．

（次ページに続く）
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(b) ωD に対応する温度を ΘD = h̄ωD/kB とおく．このとき，低温 (T ¿ ΘD) にお
ける定積熱容量の温度依存性を T/ΘD の関数として求めよ．温度依存性の表式
には，次の公式を利用して，ガンマ関数 Γ(s) とゼータ関数 ζ(s) を用いてよい．

∫ ∞

0
dx

xsex

(ex − 1)2 = Γ(s + 1)ζ(s) (E)

ただし，Re s > 1 である．

(5) 周期的境界条件を持つ一辺の長さ L の立方体の中に，角振動数 ω が波数ベクトル ~k

に依存する調和振動子が N 個存在する場合を考える．ここで，L は十分大きく ~k は
連続変数とみなせるとする．また，すべての調和振動子で角振動数と波数ベクトル
の関係（分散関係）は同じであり，かつ，(4) と同様にすべての調和振動子はある角
振動数以下に分布している．a と b を正の定数として，次の 2種類の分散関係を考え
る．１つは

ω = a
∣∣∣~k

∣∣∣ (F)

で，量子化された弾性波や反強磁性体のスピン波の長波長領域で見られる分散関係
である．もう１つは

ω = b
∣∣∣~k

∣∣∣
2

(G)

で，強磁性体のスピン波の長波長領域で見られる分散関係である．両者を比較して，
ρ(ω) の ω 依存性の違い，および定積熱容量 CV の低温での温度依存性の違いについ
てそれぞれ述べよ．ただし，関数形だけを計算すればよく，それらに付随する係数を
求める必要はない．
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平成24年度大学院入学試験問題　 III（3時間）

注意

(1) 問題は III–1 から III–7 まで 7問ある。この中から 3問選択せよ．4問以上
選択した場合はすべての解答が無効になることがある．

(2) 選択した問題の解答はそれぞれ別の解答用紙 1枚に記入せよ．裏面を用いて
もよい．

(3) 各解答用紙は横長に使用して，解答用紙表側の左上部（線より上）に問題番
号，受験番号，氏名を記入せよ．解答用紙の他の部分に受験番号，氏名を書
いてはいけない．この線より上の欄には表，裏とも解答を書いてはいけない.

(4) 解答用紙は 3問すべて提出すること．なお，問題冊子および下書き用紙は回
収しない．

(5) 問題冊子は表紙を含めて 17ページまである．

III–1　物理数学

III–2　電磁気学（荷電粒子の運動）

III–3　量子力学（一次元調和振動子）

III–4　統計力学（イジング・スピン）

III–5　光学

III–6　天文学

III–7　実験（中性子集束）
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III-1 (物理数学) (100点)

以下の問題に答えよ．なお，解答の順番は変えてもよい．

(1) m を正の実数，~r を大きさが r(6= 0) の 3次元の実ベクトルとして，

V (~r) ≡
∫ d3p

(2π)3

1

~p 2 + m2
ei~p·~r (A)

という 3次元積分を実行し，V (~r) =
1

4πr
e−mr となることを示せ．

(2) ガンマ関数 Γ(ν) は Re ν > 0 の領域では，

Γ(ν) =
∫ ∞

0
dt e−ttν−1 (B)

という積分で定義され，Re ν ≤ 0 の領域については，

Γ(ν + 1) = νΓ(ν) (C)

という関係式を用いて その定義域を拡張（解析接続）できる．

(a) Re ν > 0のときΓ(ν +1) = νΓ(ν)を示し，正整数 nに対して Γ(n)を計算せよ．

(b) Γ(ε)，Γ(−1 + ε) は，ε → 0 のとき，εのどのような関数で近似的に表されるか，
それぞれ示せ．

(3) リーマンのゼータ関数 ζ(ν) は Re ν > 1 のとき ζ(ν) =
∞∑

n=1

1

nν
で定義され，

ζ(ν) =
1

Γ(ν)

∫ ∞

0
dt

tν−1

et − 1
=

1

Γ(ν)

∫ ∞

0
dt e−ttν−1 1

1− e−t
(D)

という積分で表される．ここで，ガンマ関数 Γ(ν) の定義と性質については，(2) の
問題文を参照し，解答の際には 式 (B) および 式 (C) を用いてもよい．

(a) Re ν > 1 のとき，式 (D) の右辺が
∞∑

n=1

1

nν
に一致することを示せ．

(b)
1

1− e−z
を，原点 z = 0 のまわりでローラン展開すると

1

1− e−z
=

∞∑

n=−1

Anz
n (E)

と表せる．A−1，A0，A1 を求めよ．

(c) ζ(ν) は，Re ν > 1 の領域で，以下のように表されることを示せ．

ζ(ν) =
1

Γ(ν)

∫ ∞

0
dt e−ttν−1





1

1− e−t
−

1∑

n=−1

Ant
n



 +

(
A−1

ν − 1
+ A0 + A1ν

)
(F)

（次ページに続く）
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(d) 式 (F)は，解析接続を用いた Γ(ν)および ζ(ν)の定義域の拡張により，Re ν > −2

の領域でも成り立つ関係式である．ν = −1のとき，式 (F)の右辺の第 1項の（ガ
ンマ関数の因子を除く）積分全体が有限になることを示し，ζ(−1) を計算せよ．

(4) パウリ行列 σa(a = 1, 2, 3) は，標準形では

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(G)

と表され，σaσb = δabI + iεabcσc を満たす．ここで，I は 2行 2列の単位行列であり，
解答の際には σaσb = δab + iεabcσc のように I を省略してもよい．

なお，くり返しの添字は xaxa を
3∑

a=1

xaxa のように和をとるものとする．

(a) θa (a = 1, 2, 3) を実数パラメータとして，(θaσa)
2 を計算せよ．

(b) SU(2)の行列 U は，3つの実数パラメータ θa (a = 1, 2, 3) を用いて

U = eiθaσa (H)

と表せる．eA =
∞∑

n=0

1

n !
An を用いて，eiθaσa を計算し，

U = w4 + iσawa (I)

という形で表せ．導出過程も書くこと．ここで wk (k = 1, 2, 3, 4) は実数である．

なお，計算の過程で θ ≡ (θaθa)
1/2 や θ̂a ≡ θa

θ
を用いてもよい．

(c) SU(2)の行列 U の場合，式 (I)のwk (k = 1, 2, 3, 4) は 独立なパラメータではな
い．これらが満たす条件を求めよ．
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III-2 (電磁気学；荷電粒子の運動) (100点)

断面積 S の無限に長い円柱の形をした導線中の電子の運動を考えよう．導線中には導線に
平行な方向に一様な電場 E がかかっており，そのために，単位体積当たり n個の電子 (電
荷 −e) が平均速度 v で運動している．ただし，導線中には電子の電荷密度 (−ne) と同じ
大きさで，プラスの電荷密度 (ne) をもつ金属イオンが存在し，全体として平均的な電荷密
度は 0 に保たれているとする．また，以下では，単純化された古典的モデルを考える．こ
のとき，以下の問いに答えよ．

(1) 電場 E によってもたらされている電子の運動を，以下のような簡単化した過程とし
て考察しよう．電子が電場 E によって加速され，一定時間 τ で金属イオンの熱運動
などによって散乱されて速度が 0 になり，再び加速されてまた散乱されて速度 0 に
なる，ということが繰り返し起こる．その結果，得られる電子の平均速度 v を，電
場 E，一定時間 τ (衝突時間ともいう)，電子質量 m，電気素量 e を用いて表せ．こ
の簡単なモデルはオームの法則を表現できている．このモデルでの電気伝導度 σ を，
n，e，τ，m を用いて表せ．なお，個々の電子間の相互作用は無視してよい．

(2) 導線の内外には磁場が発生する．導線の中心からの距離 r の場所における磁束密度
を求めよ．ただし，導線中は電流密度は一様とし，透磁率を µ とする．また，導線
の外の透磁率は真空中の透磁率 µ0 とする．

(3) 一般に多数の電子の一方向の運動は，発生した磁場によるローレンツ力のため，直線
運動からずれる．この直線運動からのずれは，どのような運動となるか，定性的に述
べよ．さらに，導線中での，電子の運動の向き，発生した磁場の向き，ローレンツ力
の向きを，それぞれの関係がわかるように図示せよ．

(4) (3)において，発生した磁場のローレンツ力によって生じる速度を求め，直線運動か
らのずれは十分小さいことを定量的に確かめよ．ただし，導線の太さは半径 0.1[mm]，
電流は 1[A]，電気伝導度 σ = 107 [Ω−1·m−1]，導線中の電子数密度は 1029 [m−3] と
し，電気素量 e = 1.6 × 10−19 [C]，電子質量m = 9.1 × 10−31 [kg]，真空中の透磁率
µ0 = 1.3 × 10−6 [H·m−1] である．また，簡単のため，発生した磁場のローレンツ力
を求める際には導線表面における磁束密度を用いよ．なお，電子の直線運動の平均速
度は電流密度から求まることに注意せよ．

（次ページに続く）
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(5) 1個の電荷 q(> 0) の粒子Aが，導線の外で導線に平行に導線中の電子と同じ速度 v

で運動しているとする．そのとき粒子Aはローレンツ力を受ける．次に，粒子Aと
同じ速度で同じ方向に等速運動する座標系Kを考える．この座標系Kでは，プラス
の電荷をもつ金属イオンは電子と逆向きに運動しているので，元の電流と同じ向き
に電流が流れ，磁場もできるが，粒子Aは静止しているので，ローレンツ力は発生
しない．しかしながら，粒子Aの受ける力は，等速運動する座標系Kに移っても消
えることはないはずである．この矛盾はどう説明すればよいか？ 数式を用いて説明
せよ．ただし，電子の速度 v は光速に比べて十分小さいと仮定する．(ヒント：ロー
レンツ収縮によって電荷密度が変わることに注意せよ．)
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III-3 (量子力学；1次元調和振動子) (100点)

質量 m の 1粒子が，調和振動子ポテンシャル mω2x2/2 (ω は正の実数) 中で，x軸上を 1

次元運動する系を量子力学的に考察する．相対論的効果は無視できるものとする．

(1) 座標変換

η =

√
mω

h̄
x (A)

　　　　

により無次元量 η および昇降演算子

â =

√
1

2
(η +

d

dη
), â† =

√
1

2
(η − d

dη
) (B)

　　

を導入して，ハミルトニアンを書き変えよ．また，âと â† の交換関係を示せ．

(2) 位置座標演算子 x および運動量演算子 p を昇降演算子を用いて表せ．

(3) 規格化された調和振動子の基底状態を |0〉 とするとき，主量子数 (N̂ = â†â の固有
値) が n の固有状態 |n〉 は cn(â†)n|0〉 の形に書けることを示し，規格化定数 cn を求
めよ．

(4) |n〉 を用いて，x と p に対するそれぞれの分散 (演算子の 2乗の期待値から演算子の
期待値の 2乗を引いたもの) を計算し，不確定性関係を導け．

(5) 次に，昇降演算子 â の固有値方程式

â|Φ〉 = R|Φ〉 (C)

を考える．ここで固有値 R は簡単のため実数とする．状態 |Φ〉 に対して x と p の
分散を計算し，(4)の結果との関係を示せ．ここで 〈Φ|â† = 〈Φ|R を用いてもよい．

(6) 式 (C)の固有値方程式に â の具体的表記を代入し，微分方程式を解くことによって
|Φ〉 の具体的な波動関数 〈x|Φ〉 の形を求めよ．

(7) 次にハイゼンベルク表示を用い，â と â† の時間依存性を考察する．ハイゼンベルク
の運動方程式からこれらの演算子の時間依存性を求めよ．

(8) 上で得られた â と â† の時間依存性，および (2)で得られた位置座標演算子 x の â と
â† による表記を用い，ハイゼンベルク表示の位置座標演算子 x(t) の |Φ〉 による期待
値 〈Φ|x(t)|Φ〉 を計算し，さらに x(t) の |Φ〉 による分散の時間依存性を議論せよ．
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（このページは白紙である）
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III-4 (統計力学；イジング・スピン) (100点)

上下 2方向しか向くことができないイジング・スピンを考えよう．簡単のためスピン磁気
モーメントを 1 として扱う．

スピンが外部磁場 H 中に置かれている．スピンは状態 s = ±1に応じて，エネルギー −sH

をとるとする．

(1) 温度 T のもとでのスピンの磁化 M およびエントロピー S を求めよ．

(2) 外部磁場の絶対値 |H| が小さい極限で，M および S の H 依存性を，各々 H に関
する 3次項および 2次項まで求めよ．

(3) 有限温度において，M および S が H に依存する様子を図示せよ．

次に，相互作用している 2個のイジング・スピン {s1, s2} が外部磁場 H 中に置かれた状
況を考える．この場合のエネルギーは

E = −Js1s2 − (s1 + s2)H

と表されるとする．相互作用パラメータ J が J = 0, J = J0, J = −J0 (J0 は正の定数) を
もつ 3つの系を考えよう．

(4) これら 3つの系について，外部磁場がない場合 (H = 0) のエントロピーの値を示し，
それらの大小関係を論じよ．

(5) これら 3つの系について，同じ温度，同じ磁場 H(> 0) のもとで生じる磁化 M の大
小関係を，物理的考察により推定せよ．

次に，N(À 1) 個のスピンが互いに同じ強さ J/N (> 0) で相互作用している平均場結合系

を考えよう．各スピンが受けている平均場 Heff は，系の全スピンの平均値を m =
1

N

N∑

j=1

sj

とおくと，
Heff ≈ Jm

と表すことができる．

(6) 温度 T で，平均場 Jm の中での各スピンの磁化が，全スピンの平均値 m に等しい
とおいたセルフ・コンシステント（自己無撞着）方程式を書き下せ．

(7) 系を高温から冷やしていくときに，自発磁化 (m 6= 0) が生じ始める臨界温度 Tc を
求めよ．

（次ページに続く）
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(8) 臨界温度 Tc より高い温度での系全体の自発磁化 M およびエントロピー S の値を求
めよ．

(9) ε を正の微小量として，T = Tc × (1 − ε) のように温度を Tc からわずかに減少させ
たとき，M および S が，それぞれ臨界温度からのずれ ε に応じてどのように変化す
るかについて，(2) の結果を用いて ε に関する最低次の項を示せ．

9



III-5 (光学) (100点)

図１のように，屈折率 n1 の気体中から屈折率 n3 の半無限の誘電体平面基板に光が垂直
入射したときの，界面での光の反射を考える．この場合，光の電場は角振動数 ω，時刻 t，
位相 δ を用いて E0 exp(iωt + iδ) のように表すことができ，時間依存性 exp(iωt) を除いた
部分を複素振幅という．以下では，入射光，反射光，透過光の電場の複素振幅をそれぞれ，
EI，ER，ET と表す．なお，ここでは光の吸収の効果は考えないものとする．

(1) 電場と磁場の接続条件から，エネルギー反射率は

R =
∣∣∣∣
ER

EI

∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣
n1 − n3

n1 + n3

∣∣∣∣
2

(A)

となることを示せ．

(2) 気体の屈折率は真空のそれと同じであるとみなすことができ，基板は石英であると
きに，入射光の何パーセントが反射されるかを計算せよ．石英の屈折率は n3 = 1.5

とすること．

E
I
 E

R
 

E
T
 

 n
1
 

 n
3
 

図１

この石英基板の表面に屈折率 n2 の誘電体薄膜を厚さ d だけ蒸着し，反射光の強度をでき
るだけ小さくしたい (このような膜を反射防止膜という)．その設計の指針を以下の手順に
より考察せよ．以下では，波長 λ0 の単色光を垂直入射した場合，すなわち，図２に示す
入射角 θが θ = 0 の場合を扱う．

(3) 光が薄膜中を距離 d だけ進むときの位相差 β と λ0 の関係を示せ．

（次ページに続く）
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(4) 図２に示すように，気体と誘電体薄膜，誘電体薄膜と石英基板との界面では光の反射
が起きる．屈折率 ni から屈折率 nj の物質に光が垂直入射するときの反射係数 rij，
透過係数 tij を用いて，誘電体薄膜の表面で反射する光の電場の複素振幅は r12EI と
書ける．誘電体薄膜内を 1往復して戻ってくる光の電場の複素振幅は t12r23t21e

2iβEI

となることに注意し，誘電体薄膜内を 2往復して戻ってくる光の電場の複素振幅を
表す式を求めよ．

(5) 反射の回数が無限大までの反射光を考慮に入れて，エネルギー反射率 R を求めよ．
ただし，r21 = −r12と r2

ij + tijtji = 1 の関係を用いて，r21と tij を消去した式で表せ．

(6) 誘電体薄膜の膜厚 d を適当な厚さに設定し，R が最小となるようにしたい．そのよ
うな条件を満たす最小の厚さ d0 を求めよ．物理的考察を用いて答えてもよい．

(7) 誘電体薄膜の膜厚が d0の 2倍であるときの Rの値を求めよ．ここで，反射係数と透過
係数を屈折率を用いて表すと，それぞれ，rij = (ni−nj)/(ni+nj)，tij = 2ni/(ni+nj)

となることに注意せよ．

(8) (6)の条件のもとで，R = 0 となるような n2 の値を求めよ．

(9) 誘電体薄膜の膜厚と屈折率を，それぞれ，(6)と (8)で求めた値にし，波長 λ0 の単色
光の代わりに白色光を垂直入射させる場合を考える．λ0 を中心として，反射率が誘
電体薄膜のない場合の半分以下となるような波長範囲を概算せよ．

E
I
 

r
12 

E
I
 

E
T
 

 n
1
 

 n
3
 

 n
2
 

q 
t
12

r
23

t
21

e2ib E
I 

q = 0 

d 

図２
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III-6 (天文学) (100点)

星の線スペクトルについて考察してみよう．

振動数 ν [Hz]の電磁波の放射強度 (放射エネルギー流量)を Iν [J·m−2·s−1·Hz−1] とおくと，
放射の減少分と増加分を考慮して，1次元の放射輸送の式は

dIν

ds
= −κνρIν + jν (A)

と書ける．ここで s [m] は光の経路の長さ，κν [m2·kg−1] は吸収係数，ρ [kg·m−3] はガス密
度，jν [J·m−3·s−1·Hz−1] は放射エネルギー生成量である．添字の ν は振動数依存性を示す．

(1) 無次元量の「光学的厚み」τν (=
∫

κνρds) を導入し，Iν(τν) を考察する．図１のよう
に一様温度 T [K] で光学的厚み τν のガス塊 (大気の一部) に Iν(0) の光が入射する
状況を考える．式 (A)で jν = 0 として，この方程式を解け．この解をもとに，光学
的厚み τν の物質を通過すると，入射した光の強度はどう変化するか答えよ．

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n
t0=

n
t

 

)0(
n
I )(

nn
tI

  T

図１

(2) 局所熱力学的平衡が成り立っているとすると，jν = κνρBν(T ) と表される．ここで
Bν(T ) は黒体放射の強度分布を表すプランクの放射関数 (∝ ν3/(exp(hν/kBT ) − 1)，
h はプランク定数，kB はボルツマン定数) である．図１のガス (大気) で，至る所で
局所熱力学的平衡が成り立っているとして式 (A)を解け．またこの解で，τν ¿ 1 の
とき，Iν(τν) = Iν(0)(1 − τν) + τνBν(T ), τν → ∞ のとき，Iν(τν) = Bν(T ) となるこ
とを示せ．

(3) 次に，表面温度 Tc の球 (光球) が，一様温度 Ts の大気で覆われている状況を考え
る．図２で，aと bの 2つの光線のそれぞれにつき，(2)の結果を用いて，放射エネ
ルギー強度 Iν(τν) を求めよ．ここで，光球表面で Iν = Bν(Tc) としてよい．

（次ページに続く）
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Ts 

a 

b 

Tc 

図２

(4) κν は ν = ν0 のみである値を持ち，それ以外では κν は十分に小さいとする．このと
き，図２の aと bのそれぞれの場合で，輝線を生じるための Tc と Ts に関する条件
を記せ．なお，輝線とは，ある振動数での放射強度がその前後の振動数での放射強度
よりも大きいことをいう．Bν(T ) は ν = ν0 付近で振動数に対してゆっくりとしか変
化しないとしてよい．

ある星のスペクトル中の水素のバルマー線 (実験室波長 656.3 [nm] で，水素原子のエネル
ギー準位 n = 2 と n = 3 との間の遷移に対応する) が，図３で示されている．このスペク
トルは，輝線成分と吸収線成分の 2成分から構成されていると考えられる．以下の問いに
答えよ．

図３

(5) この天体で，図４のように光球の周りに厚い大気が存在しているとする．Tc < Ts の
とき，図３のスペクトルは説明できない．その理由を述べよ．また Tc > Ts である
とすると，輝線成分はどこからきているか，図４を写して該当する領域を図示せよ．

（次ページに続く）
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Ts 

 Tc 

図４

(6) 図３において，吸収線成分の中心波長は輝線成分の中心波長より短い．この大気は一
様に膨張しているか，収縮しているか，どちらであるか理由とともに述べよ．また，
膨張あるいは収縮速度を，有効数字 1桁で求めよ．
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（このページは白紙である）
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III-7 (実験；中性子集束) (100点)

中性子は電荷を持たないが，磁気双極子能率を持っているため磁場と相互作用する．磁気双
極子能率を生み出す中性子のスピンの向きは，磁場中では磁場に平行な成分と反平行な成
分に量子化される．運動エネルギーの十分低い中性子では，磁場の向きの変化が急激でなけ
ればスピンの向きは磁場の向きに常に追随し，平行性 (平行，反平行) は維持される．磁場
と平行な向きのスピンを持つ中性子は，磁場の磁束密度の大きさ B だけに比例したポテン
シャル W を感じる．例えば，B = 1 [T]の磁束密度の中で感じるポテンシャルW はスピン
と磁場が平行と反平行の場合で符号が逆になるが，その絶対値は 60 [neV] (6.0×10−8 [eV])

である．

図１の長さ L の磁場領域には Z軸からの距離 r のみに依存する大きさ B(r) の磁束密度が
存在するとする．中性子が幅のある平行ビームとなって Z軸方向に運動しているとき，適
当な B(r) のもとで磁場に平行なスピンを持つ中性子を Z軸上のある一点に集束させるこ
とができる．ここで，それぞれの中性子は運動エネルギー K=25 [meV] (2.5× 10−2 [eV])

を持つとする．中性子平行ビーム全体は Z軸を中心として半径 a の円となる断面を持つ．
L および a は焦点距離 f に比べて十分短いとする (a ¿ f , L ¿ f)．なお，以下の基礎物
理定数は自由に使ってよい．

真空中の光速度 3.0×108 [m·s−1]

電気素量 1.6×10−19 [C]

中性子の質量 1.7×10−27 [kg]

a

L
f

r

図１

（次ページに続く）
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(1) 中性子の質量 M をエネルギー換算して運動エネルギー K との比を概算せよ.

(2) 非相対論的運動学による取り扱いのもとで，中性子の運動量の大きさ p を M と K

を用いて表せ.

(3) 大きさ B(r)の磁束密度により，中性子は磁場領域で r に依存したポテンシャルW (r)

を感じる．ここで α を定数として W (r) = αB(r) の関係がある．このポテンシャル
のために生じる運動量変化は Z軸に対して垂直方向である．中性子が磁場領域内で
受ける力の大きさ F を M , K, L, α, B(r) およびその微分量 dB(r)/dr 等を用いて
表し，さらに磁場による運動量変化の大きさ ∆p を求めよ．

(4) Z軸から r だけ離れた位置を走る中性子が角度 θ だけ偏向して焦点に到達するとす
る．Z軸に垂直な方向の運動量変化の大きさ ∆p を M , K, r, f 等で表せ．ただし，
Z軸方向の運動量変化はないものとする．

(5) (3) および (4) の結果を比較して，磁束密度 B(r) を K, L, f , r, α 等を用いて表せ．

(6) r = 5.0 [mm] での磁束密度の大きさが B(r) = 1.0 [T] で与えられ，かつ L = 1.0 [m]

のとき，焦点距離 f を求めよ．

17







IV-2

以下は，湯川秀樹のノーベル賞の受賞理由に関する文章である．以下の (a)から (e)の日本
語を英訳しなさい．

(a) 長年にわたり，科学の重要な目的の 1つは，観測される現象を基本的な粒子の性質に
よって説明することであった．

(b) メソンは，湯川の核力に対する理論的な研究によって 1934年にその存在が予言され
るまで，全く知られていなかった．

(c) ハイゼンベルクらの先行研究によって，原子核は陽子と， 陽子と同じ質量で電荷を
持たない別の粒子から構成されているということが知られていた．

(d) 湯川は，力の到達距離とその力に対応した粒子の間に簡単な関係があることを発見
した．

(e) 湯川はまた，メソンが原子核の外側に現れるのかどうかという重要な問いについて
も研究を行った．

(ヒント)

メソン: meson, 核力: nuclear force, 原子核: nucleus, 陽子: proton

ハイゼンベルク: Heisenberg, 到達距離: range
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